Funkcje Analityczne

10.02.2023

e Prosze pisaé¢ rozwiazanie kazdego zadania na osobnej kartce.

e Kazda kartke prosze podpisa¢: imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz numerem
grupy ¢wiczeniowej lub nazwiskiem osoby prowadzacej ¢wiczenia.

Zadanie 1. (10p.)
Oblicz catke
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Zadanie 2. (10p.)
Niech P(z) = 2% + 427 — 22 + 82 + 1.
(a) Wyznacz liczbe pierwiastkéw wielomianu P w pierécieniu {z € C: 1 < |z| < 3/2}.
(b) Pokaz, ze P ma 4 pierwiastki w {z € C: Re(z) > 0}, przy czym dwa w pierwszej ¢wiartce.
Zadanie 3. (10p.)

Oznaczmy H; = {z € C: Im(z) > 0} oraz Q = H; U D(0,1).
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(b) Znajdz odwzorowanie biholomorficzna przeprowadzajace Q na D(0,1).

(a) Wyznacz obraz obszaru Q przez homografie h(z) =

Zadanie 4. (10p.)

(a) Niech @ C C bedzie obszarem, ktéry zawiera jednostkowy dysk domkniety D(0,1). Zalézmy, ze
f € H(Q). Pokaz, ze istnieje stala ¢ taka, ze dla dowolnego |(] < ¢, réwnanie

z2=(-f(z)
ma doktadnie jedno rozwiazanie z¢(¢) na dysku D(0, 1).

(b) Pokaz, ze dla || < ¢, gdzie ¢ jest taka jak w poprzednim punkcie, zachodzi nastepujaca réwnosé

20(¢) = i % : [(i)n_lgn(d] |2=0,

gdzie g, (2) = f(2)"(1 —£f'(2)).
Wskazdwka: Policz na dwa sposoby calke faD(o 1z —};((j)) dz, gdzie F(z) = z — (f(2).

Zadanie 5. (10p.)
Dla R > 0 niech Qg = {z € C: |z| > R}. Rozwazmy funkcje holomorficzna f(z) = 22 + 62 + 1.
(a) Pokaz, ze istnieje Ry > 0 takie, ze na obszarze Qg istnieja dokladnie dwie galezie pierwiastka
kwadratowego z funkcji f.
Uwaga: Galezia pierwiastka kwadratowego z funkcji f na Qg nazywamy funkcje ciagla g okreslona
na Qg, ktéra spetia g(2)? = f(z2).



iech ¢g oznacza galaz pierwiastka kwadratowego z f okreSlong na Qg,, ktéra przyjmuje wartosé
b) Niech taz pierwiastka kwadrat kresl Qr,, kté jmuj 08¢
rzeczywista dodatnia w punkcie z = 2Ry. Pokaz, ze funkcja h(z) = @

nieskonczonosci.
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(c) Niech g bedzie taka jak w poprzednim punkcie. Zalézmy, ze

g(z) = Z apz”

jest rozwinieciem funkcji g w szereg Laurenta na Qp,. Wyznacz wspétczynniki ag, a1, a_1.
(d) Wyznacz wartosé catki faD(o 2Re) g(z) dz (okrag, po ktérym catkujemy, jest zorientowany dodatnio).
Zadanie 6. (10p.)
Zalézmy, ze f: D(0,1) — D(0,1) jest holomorficzna.
(a) Pokaz, ze dla dowolnych z1, zo € D(0,1) zachodzi
f(z1) = f(22)

L — f(21)f(22)

21 — 22

X

1—712’2

Podpowiedz: Dla ustalonego z; ztéz f z odpowiednia homografia i skorzystaj z lematu Schwarza.
(b) Pokaz, ze dla dowolnego z € D(0, 1) zachodzi nieréwnosé
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